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Streszczenie: W pracy przedstawiono modelowanie i badanie jednowymiarowych, drgajacych ukladw
mechatronicznych, opisanych dyskretno - cigglymi modelami matematycznymi, tvnigcymi si¢
stopniem uproszczenia ukladu rzeczywistego. Analizujagc uktad mechatroniczny, postuzono si¢
przyblizong metoda Galerkina, ktrej dokladno$¢ uprzednio zweryfikowano, badajac uktad
mechaniczny (pozbawiony przetwornika piezoelektrycznego). Rozpatrywano uktad mechatroniczny
w postaci drgajacej gictnie belki wspornikowej z piezoelektrycznym, szerokopasmowym tlumikiem
drgan.

1. Wstep

Modelowanie drgajacych uktadow mechatronicznych, coraz szerzej stosowanych
w roznych dziedzinach techniki, w tym roéwniez w celu kontroli i stabilizacji drgan, jest
procesem ztozonym 1 pracochlonnym. Wyznaczenie charakterystyk uktadow wymaga
stosowania ztozonych modeli 1 zaawansowanego aparatu matematycznego, co czgsto
powoduje  koniecznos¢  wprowadzania  znacznych  uproszczen 1 pominigcia
w obliczeniach elementow o pozornie niewielkim wplywie. Przykladem takiego
postepowania jest pomijanie wplywu warstwy posredniczacej pomigdzy przetwornikiem
piezoelektrycznym a uktadem mechanicznym, ktorej wiasciwo$ci w znacznym stopniu
wpltywaja na charakterystyki dynamiczne uktadu, a tym samym na skuteczno$¢ kontroli
1 stabilizacji drgan [1-3,8,9].

W pracy poruszono zagadnienia aplikacji materialow piezoelektrycznych w celu
pasywne] redukcji drgan ukladéw mechanicznych. Ide¢ t¢ opracowal i1 zweryfikowal
R. L. Forwad [4]. Jako pierwsi model analityczny tego typu uktadéw opracowali
N. W. Hagood oraz A. von Flotow [5,6]. Autorzy wykazali, Ze mozliwa jest redukcja drgan
uktadu poprzez zamian¢ energii mechanicznej na elektryczng w  przetworniku
piezoelektrycznym 1 rozproszenie jej przez pasywny obwod elektryczny. Hagood
i von Flotow opisali dwa przypadki pasywnej redukcji drgan — szerokopasmowy, bocznikowy
thumik drgan, gdzie energia elektryczna rozpraszana jest na rezystorze oraz thumik
waskopasmowy, w ktorym pasywny obwod elektryczny utworzono przez potaczenie
rezystora i cewki indukcyjnej. Obecnie stosowane s3 rozne metody redukcji drgan, migdzy
innymi w sprzecie sportowym produkowanym przez firm¢ ACX [10].

W niniejszej pracy zamodelowano uktad z szerokopasmowym tlumikiem drgan, ktory
opisano matematycznym modelem dyskretno — ciggltym. Celem bylo wskazanie modelu
matematycznego odpowiedniego do opisu drgajacych ukladow mechatronicznych
z uwzglednieniem wszystkich parametréw, majacych wptyw na ich charakterystyke
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dynamiczna, przy jednoczesnym maksymalnym uproszczeniu ztozonosci
1 czasochtonnosci przeprowadzanych obliczen.

2. Rozpatrywany uklad

Analizowanym ukfadem mechatronicznym jest drgajacy, jednowymiarowy uklad ciagly
w postaci belki wspornikowej o przekroju prostokatnym. Zatozono, ze belk¢ wykonano
z tworzywa o gestosci p,, dtugo$¢ belki oznaczono symbolem /, szeroko$¢ symbolem b,
a grubos$¢ hp. Analizowany uktad obcigzony jest na swobodnym koncu sita harmoniczng F(t),
dzialajacg w kierunku prostopadtym do osi belki. Do gornej powierzchni belki, w odlegtosci
x; od miejsca utwierdzenia, przymocowany jest przetwornik piezoelektryczny o dtugosci /,
grubosci 4, 1 szerokosci rownej szerokosci belki. Uktad mechatroniczny jest rozwinigciem
uktadu mechanicznego - belki wspornikowej o identycznych parametrach geometrycznych
1 tworzywowych, pozbawionej przetwornika piezoelektrycznego.

W przypadku poszczegélnych modeli matematycznych ukladu mechatronicznego
zakladano idealne przytwierdzenie przetwornika piezoelektrycznego do powierzchni belki lub
tez zakladano, ze przetwornik przytwierdzony jest za posrednictwem warstwy kleju, ktora jest
jednorodna 1 posiada jednakowe wilasciwosci na catej dlugosci. Grubos$¢ warstwy kleju
oznaczono jako /y, jej dlugos¢ i szeroko$¢ odpowiada wymiarom przetwornika. Modut
sprezystosci poprzecznej warstwy kleju oznaczono symbolem G.

Do zaciskow przetwornika piezoelektrycznego dotaczony jest zewnetrzny rezystor
bocznikowy o rezystancji Rz Traktujac site elektromotoryczng generowang przez przetwornik
piezoelektryczny oraz jego pojemno$¢ elektryczng jako gataz szeregowa, pod wzgledem
elektrycznym uklad ten mozna traktowaé jako szeregowy obwdd elektryczny typu RC
z harmonicznym zrédtem napigcia, generowanym przez przetwornik w wyniku odksztatcenia
powodowanego dzialaniem harmonicznej sity F(z) [1-3,7]. Posta¢ rozpatrywanego uktadu
mechatronicznego pokazano na rys. 1.

a)

b)

v

Rys. 1. Postac analizowanego uktadu mechatronicznego. a) z zatozeniem idealnego
przytwierdzenia przetwornika, b) z przetwornikiem piezoelektrycznym przytwierdzonym
za posrednictwem warstwy kleju
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3. Model matematyczny ukladu oraz weryfikacja przyblizonej metody Galerkina

Dyskretno - ciggty model matematyczny uktadu otrzymano, wyznaczajac rOwnania ruchu
belki oraz przetwornika piezoelektrycznego wraz z zewng¢trznym obwodem elektrycznym.
Réwnanie ruchu drgajace; gietnie belki otrzymano, uwzgledniajac rownowage sit
1 momentow, dziatajacych na wyciety element belki 1 przetwornika o dlugosci dx. Rownanie
przetwornika z dotagczonym bocznikowym obwodem elektrycznym wyprowadzono, stosujac
metodg¢ klasyczng analizy stanow nieustalonych liniowych obwodow elektrycznych, traktujac
przetwornik wraz z zewnetrznym obwodem elektrycznym, jako szeregowy obwod typu RC
z wymuszeniem sinusoidalnym, ktérego zrédtem jest przetwornik piezoelektryczny.

Podatno$¢ dynamiczng uktadu wyznaczono przyblizona metoda Galerkina, w ktorej
zatozono rozwigzanie rézniczkowego roOwnania drgan gietych belki w postaci sumy funkcji
wlasnych uktadu, odpowiednio zmiennej czasu i przemieszczenia:

y(x,t)= AZsin{@n—l)%-x]cos(wt), n=123.. (1)
n=1
gdzie A oznacza amplitude drgan belki.

Zaktadane rozwigzanie rozniczkowego roOwnania ruchu spetnia jedynie dwa warunki
brzegowe, ktorymi opisano odksztatcenia drgajacej belki w miejscu utwierdzenia oraz na jej
swobodnym koncu. Metod¢ przyblizong zweryfikowano pod wzgledem doktadnosci
otrzymywanych wynikdw, wyznaczajac dwukrotnie podatno$¢ dynamiczng uktadu
mechanicznego (belki pozbawionej przetwornika piezoelektrycznego): metoda doktadng
rozdzielenia zmiennych Fouriera oraz metodg przyblizong. Postgpowanie takie miato na celu
oceng stusznos$ci stosowania tej metody do analizy uktadéw mechatronicznych, ze wzgledu na
brak mozliwos$ci zastosowania w ich przypadku metody doktadnej. Rozbiezno$ci wynikajace
z niedoktadnos$ci metody przyblizonej zniwelowano, uwzgledniajac w obliczeniach warto$ci
Aw, przesunie¢ czestosci drgan wlasnych, bedacych roznica ich warto$ci wyznaczonych
metoda doktadng oraz przyblizong. Przebieg podatnosci dynamicznej uktadu mechanicznego
wyznaczonej metoda doktadng oraz przyblizong przedstawiono na rys. 2.
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Rys.2. Podatnos¢ dynamiczna uktadu mechanicznego wyznaczona metodq doktadng i metodg
przyblizong (a) oraz skorygowang metodq przyblizong (b)
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4.  Wyniki analizy ukladu mechatronicznego

Skorygowang metod¢ przyblizong zastosowano do wyznaczenia podatnos$ci dynamicznej
uktadu mechatronicznego zgodnie z zalezno$cia:

y(x,t) =Y F, cos(wt), (2)

gdzie jako Y oznaczono podatnos$¢ dynamiczng uktadu, natomiast iloczynem Fy.cos(wt)
opisano sit¢ harmoniczng obcigzajaca uktad. Podatno$¢ dynamiczng uktadu wyznaczono
na swobodnym koncu belki (x=/), przy trzech pierwszych czgstosciach drgan (n=1,2,3),
a uzyskane przebiegi przedstawiono na wykresach, zestawiajac je z przebiegiem podatno$ci
uktadu mechanicznego, wyznaczonej metoda doktadna.
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Rys.3. Podatnos¢ dynamiczna uktadu mechanicznego oraz mechatronicznego z zatozeniem
idealnego przytwierdzenia przetwornika piezoelektrycznego (a) oraz z przetwornikiem
przytwierdzonym za posrednictwem warstwy kleju (b)

5. Podsumowanie

Przeprowadzajac analiz¢ drgajacych uktadoéw mechatronicznych, wykazano mozliwo$¢
stosowania przyblizonej metody Galerkina w odniesieniu do tego typu uktadow. Weryfikujac
doktadnos$¢ metody przyblizonej, wykazano rozbiezno$ci warto$ci czgstosci drgan wiasnych
uktadu mechanicznego w przypadku ich trzech pierwszych wartosci. Korygujac
te przesunigcia, zapewniono duza dokladno$¢ metody, umozliwiajac jej stosowanie
w odniesieniu do badania uktadow mechatronicznych.

W przypadku uktadu mechatronicznego przesunigcie wartosci czgstosci drgan wlasnych
wzgledem uktadu mechanicznego wynika z jego wickszej sztywnosci i jest zalezne od
wpltywu parametréw materiatowych 1 geometrycznych przetwornika piezoelektrycznego
i zewngtrznego obwodu elektrycznego. W  przypadku modelu matematycznego
z uwzglednieniem warstwy kleju przebieg podatnosci dynamicznej uktadu zalezy rowniez od
wlasciwosci tej warstwy. Nalezy wigc uzna¢ ten model matematyczny uktadu za bardziej
doktadny od modelu z zatozeniem idealnego przytwierdzenia przetwornika.
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MODELLING OF VIBRATING MECHATROCIC SYSTEMS WITH
PIEZOELECTRIC MATERIALS

Summary: The paper presents process of modelling and investigation of one-dimension vibrating
mechatronic systems described by discrete - continuous mathematical models, that differ in level of
simplification of the real system. Approximate Galerkin method was used to analyse and assign
dynamic flexibility of considered systems. To verify the approximate method, first, the mechanical
system was being taken into consideration. The mechanical system is exactly the same - beam without
piezoelectric transducer and external circuit. The considered mechatronic system was flexural
vibrating cantilever beam with piezoelectric transducer bonded to the beam surface. The external
shunting circuit was adjoined to the transducer in order to damp vibrations of the beam.
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