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Streszczenie: W pracy przedstawiono modelowanie i badanie jednowymiarowych, drgaj�cych układów 
mechatronicznych, opisanych dyskretno - ci�głymi modelami matematycznymi, ró�ni�cymi si�
stopniem uproszczenia układu rzeczywistego. Analizuj�c układ mechatroniczny, posłu�ono si�
przybli�on� metod� Galerkina, której dokładno�� uprzednio zweryfikowano, badaj�c układ 
mechaniczny (pozbawiony przetwornika piezoelektrycznego). Rozpatrywano układ mechatroniczny  
w postaci drgaj�cej gi�tnie belki wspornikowej z piezoelektrycznym, szerokopasmowym tłumikiem 
drga�. 

1. Wst�p 

Modelowanie drgaj�cych układów mechatronicznych, coraz szerzej stosowanych  
w ró�nych dziedzinach techniki, w tym równie� w celu kontroli i stabilizacji drga�, jest 
procesem zło�onym i pracochłonnym. Wyznaczenie charakterystyk układów wymaga 
stosowania zło�onych modeli i zaawansowanego aparatu matematycznego, co cz�sto 
powoduje konieczno�� wprowadzania znacznych uproszcze� i pomini�cia  
w obliczeniach elementów o pozornie niewielkim wpływie. Przykładem takiego 
post�powania jest pomijanie wpływu warstwy po�rednicz�cej pomi�dzy przetwornikiem 
piezoelektrycznym a układem mechanicznym, której wła�ciwo�ci w znacznym stopniu 
wpływaj� na charakterystyki dynamiczne układu, a tym samym na skuteczno�� kontroli  
i stabilizacji drga� [1-3,8,9]. 

W pracy poruszono zagadnienia aplikacji materiałów piezoelektrycznych w celu 
pasywnej redukcji drga� układów mechanicznych. Ide� t� opracował i zweryfikował  
R. L. Forwad [4]. Jako pierwsi model analityczny tego typu układów opracowali  
N. W. Hagood oraz A. von Flotow [5,6]. Autorzy wykazali, �e mo�liwa jest redukcja drga�
układu poprzez zamian� energii mechanicznej na elektryczn� w przetworniku 
piezoelektrycznym i rozproszenie jej przez pasywny obwód elektryczny. Hagood  
i von Flotow opisali dwa przypadki pasywnej redukcji drga� – szerokopasmowy, bocznikowy 
tłumik drga�, gdzie energia elektryczna rozpraszana jest na rezystorze oraz tłumik 
w�skopasmowy, w którym pasywny obwód elektryczny utworzono przez poł�czenie 
rezystora i cewki indukcyjnej. Obecnie stosowane s� ró�ne metody redukcji drga�, mi�dzy 
innymi w sprz�cie sportowym produkowanym przez firm� ACX [10]. 

W niniejszej pracy zamodelowano układ z szerokopasmowym tłumikiem drga�, który 
opisano matematycznym modelem dyskretno – ci�głym. Celem było wskazanie modelu 
matematycznego odpowiedniego do opisu drgaj�cych układów mechatronicznych  
z uwzgl�dnieniem wszystkich parametrów, maj�cych wpływ na ich charakterystyk�
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dynamiczn�, przy jednoczesnym maksymalnym uproszczeniu zło�ono�ci  
i czasochłonno�ci przeprowadzanych oblicze�.  

2. Rozpatrywany układ 

Analizowanym układem mechatronicznym jest drgaj�cy, jednowymiarowy układ ci�gły 
w postaci belki wspornikowej o przekroju prostok�tnym. Zało�ono, �e belk� wykonano  
z tworzywa o g�sto�ci �b, długo�� belki oznaczono symbolem l, szeroko�� symbolem b,  

a grubo�� hb. Analizowany układ obci��ony jest na swobodnym ko�cu sił� harmoniczn� F(t), 
działaj�c� w kierunku prostopadłym do osi belki. Do górnej powierzchni belki, w odległo�ci 
x1 od miejsca utwierdzenia, przymocowany jest przetwornik piezoelektryczny o długo�ci lp, 

grubo�ci hp  i szeroko�ci równej szeroko�ci belki. Układ mechatroniczny jest rozwini�ciem 
układu mechanicznego - belki wspornikowej o identycznych parametrach geometrycznych  
i tworzywowych, pozbawionej przetwornika piezoelektrycznego. 

W przypadku poszczególnych modeli matematycznych układu mechatronicznego 
zakładano idealne przytwierdzenie przetwornika piezoelektrycznego do powierzchni belki lub 
te� zakładano, �e przetwornik przytwierdzony jest za po�rednictwem warstwy kleju, która jest 
jednorodna i posiada jednakowe wła�ciwo�ci na całej długo�ci. Grubo�� warstwy kleju 
oznaczono jako hk, jej długo�� i szeroko�� odpowiada wymiarom przetwornika. Moduł 
spr��ysto�ci poprzecznej warstwy kleju oznaczono symbolem G.  

Do zacisków przetwornika piezoelektrycznego doł�czony jest zewn�trzny rezystor 
bocznikowy o rezystancji RZ. Traktuj�c sił� elektromotoryczn� generowan� przez przetwornik 
piezoelektryczny oraz jego pojemno�� elektryczn� jako gał�
 szeregow�, pod wzgl�dem 
elektrycznym układ ten mo�na traktowa� jako szeregowy obwód elektryczny typu RC  
z harmonicznym 
ródłem napi�cia, generowanym przez przetwornik w wyniku odkształcenia 
powodowanego działaniem harmonicznej siły F(t) [1-3,7]. Posta� rozpatrywanego układu 
mechatronicznego pokazano na rys. 1. 

a) 

b) 

Rys.1. Posta� analizowanego układu mechatronicznego: a) z zało�eniem idealnego 

przytwierdzenia przetwornika, b) z przetwornikiem piezoelektrycznym przytwierdzonym 

 za po�rednictwem warstwy kleju 
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3. Model matematyczny układu oraz weryfikacja przybli�onej metody Galerkina 

Dyskretno - ci�gły model matematyczny układu otrzymano, wyznaczaj�c równania ruchu 
belki oraz przetwornika piezoelektrycznego wraz z zewn�trznym obwodem elektrycznym. 
Równanie ruchu drgaj�cej gi�tnie belki otrzymano, uwzgl�dniaj�c równowag� sił  
i momentów, działaj�cych na wyci�ty element belki i przetwornika o długo�ci dx. Równanie 
przetwornika z doł�czonym bocznikowym obwodem elektrycznym wyprowadzono, stosuj�c 
metod� klasyczn� analizy stanów nieustalonych liniowych obwodów elektrycznych, traktuj�c 
przetwornik wraz z zewn�trznym obwodem elektrycznym, jako szeregowy obwód typu RC  
z wymuszeniem sinusoidalnym, którego 
ródłem jest przetwornik piezoelektryczny. 

Podatno�� dynamiczn� układu wyznaczono przybli�on� metod� Galerkina, w której 
zało�ono rozwi�zanie ró�niczkowego równania drga� gi�tych belki w postaci sumy funkcji 
własnych układu, odpowiednio zmiennej czasu i przemieszczenia: 
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gdzie A oznacza amplitud� drga� belki. 
Zakładane rozwi�zanie ró�niczkowego równania ruchu spełnia jedynie dwa warunki 

brzegowe, którymi opisano odkształcenia drgaj�cej belki w miejscu utwierdzenia oraz na jej 
swobodnym ko�cu. Metod� przybli�on� zweryfikowano pod wzgl�dem dokładno�ci 
otrzymywanych wyników, wyznaczaj�c dwukrotnie podatno�� dynamiczn� układu 
mechanicznego (belki pozbawionej przetwornika piezoelektrycznego): metod� dokładn�
rozdzielenia zmiennych Fouriera oraz metod� przybli�on�. Post�powanie takie miało na celu 
ocen� słuszno�ci stosowania tej metody do analizy układów mechatronicznych, ze wzgl�du na 
brak mo�liwo�ci zastosowania w ich przypadku metody dokładnej. Rozbie�no�ci wynikaj�ce 
z niedokładno�ci metody przybli�onej zniwelowano, uwzgl�dniaj�c w obliczeniach warto�ci 
��n przesuni�� cz�sto�ci drga� własnych, b�d�cych ró�nic� ich warto�ci wyznaczonych 
metod� dokładn� oraz przybli�on�. Przebieg podatno�ci dynamicznej układu mechanicznego 
wyznaczonej metod� dokładn� oraz przybli�on� przedstawiono na rys. 2. 

a) b) 

Rys.2. Podatno�� dynamiczna układu mechanicznego wyznaczona metod� dokładn� i metod�

przybli�on� (a) oraz skorygowan� metod� przybli�on� (b) 
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4. Wyniki analizy układu mechatronicznego 

Skorygowan� metod� przybli�on� zastosowano do wyznaczenia podatno�ci dynamicznej 
układu mechatronicznego zgodnie z zale�no�ci�: 

( ) ( )tFYtxy ωcos, 0⋅= , (2) 

gdzie jako Y oznaczono podatno�� dynamiczn� układu, natomiast iloczynem F0·cos(�t) 

opisano sił� harmoniczn� obci��aj�c� układ. Podatno�� dynamiczn� układu wyznaczono  
na swobodnym ko�cu belki (x=l), przy trzech pierwszych cz�sto�ciach drga� (n=1,2,3),  
a uzyskane przebiegi przedstawiono na wykresach, zestawiaj�c je z przebiegiem podatno�ci 
układu mechanicznego, wyznaczonej metod� dokładn�. 

a) b) 

Rys.3. Podatno�� dynamiczna układu mechanicznego oraz mechatronicznego z zało�eniem 

idealnego przytwierdzenia przetwornika piezoelektrycznego (a) oraz z przetwornikiem 

przytwierdzonym za po�rednictwem warstwy kleju (b) 

5. Podsumowanie 

Przeprowadzaj�c analiz� drgaj�cych układów mechatronicznych, wykazano mo�liwo��
stosowania przybli�onej metody Galerkina w odniesieniu do tego typu układów. Weryfikuj�c 
dokładno�� metody przybli�onej, wykazano rozbie�no�ci warto�ci cz�sto�ci drga� własnych 
układu mechanicznego w przypadku ich trzech pierwszych warto�ci. Koryguj�c  
te przesuni�cia, zapewniono du�� dokładno�� metody, umo�liwiaj�c jej stosowanie  
w odniesieniu do badania układów mechatronicznych. 

W przypadku układu mechatronicznego przesuni�cie warto�ci cz�sto�ci drga� własnych 
wzgl�dem układu mechanicznego wynika z jego wi�kszej sztywno�ci i jest zale�ne od 
wpływu parametrów materiałowych i geometrycznych przetwornika piezoelektrycznego  
i zewn�trznego obwodu elektrycznego. W przypadku modelu matematycznego  
z uwzgl�dnieniem warstwy kleju przebieg podatno�ci dynamicznej układu zale�y równie� od 
wła�ciwo�ci tej warstwy. Nale�y wi�c uzna� ten model matematyczny układu za bardziej 
dokładny od modelu z zało�eniem idealnego przytwierdzenia przetwornika. 
� �



���MODELOWANIE DRGAJ�CYCH UKŁADÓW MECHATRONICZNYCH…

Literatura 

1. Buchacz A., Płaczek M.: Damping of mechanical vibrations using piezoelements, 
including influence of connection layer’s properties on the dynamic characteristic. „Solid 
State Phenomena”, 2009, Vols. 147-149, p. 869-875. 

2. Buchacz A., Płaczek M.: The discrete-continuous model of the one-dimension vibrating 
mechatronic system. PAMM - Proc. Appl. Math. Mech., 2009, Issue 1, p. 395-396, 
Weinheheim, Published Online: 5 Mart 2010. 

3. Buchacz A., Płaczek M.: Equations of motion of the vibrating mechatronic system with 
the glue layer. In Proceedings of the International Scientific and Engineering Conference 
Machine-Building and Technosphere on the Border of the XXI Century, Donetsk - 
Sevastopol 2009, t. 4, p. 42-45. 

4. Forward R.L.: Electronic damping of orthogonal bending modes in a cylindrical mast-
experiment.  „Journal of Spacecraft and Rockets”, 1981, Vol.18, No.1, p. 11-17. 

5. Hagood N. W., Flotow von A.: Damping of structural vibrations with piezoelectric 
materials and passive electric networks. „Journal of Sound and Vibration”, 1991, Vol. 
146, No. 2, p. 243-268. 

6. Hagood N. W., Flotow von A.: Design of passive piezoelectric damping for space 
structures. National Aeronautics and Space Administration Langley Research Center, 
Hampton, Virginia, 1994. 

7. Kurnik W.: Damping of mechanical vibrations utilising shunted piezoelements. „Machine 
Dynamics Problems”, 2004, Vol. 28, No 4, p. 15-26. 

8. Pietrzakowski M.: Active damping of beams by piezoelectric system: effects of bonding 
layer properties. „International Journal of Solids and Structures”, 2001, Vol. 38, 
p. 7885-7897. 

9. Tylikowski A.: Stabilization of beam parametric vibrations. „Journal of Theoretical and 
Applied Mechanics”, 1993, Vol. 31, No. 3, p. 657-670. 

10. Yoshikawa S., Bogue A., Degon B.: Commercial application of passive and active 
piezoelectric vibration control. In Proceedings of the Eleventh IEEE International 
Symposium on Applications of Ferroelectrics, 1998, p. 293-294. 

Prac� zrealizowano w ramach projektu badawczego N501 118036 finansowanego przez 

Ministerstwo Nauki i Szkolnictwa Wy�szego w latach 2009 - 2010. 

MODELLING OF VIBRATING MECHATROCIC SYSTEMS WITH 
PIEZOELECTRIC MATERIALS 

Summary: The paper presents process of modelling and investigation of one-dimension vibrating 
mechatronic systems described by discrete - continuous mathematical models, that differ in level of 
simplification of the real system. Approximate Galerkin method was used to analyse and assign 
dynamic flexibility of considered systems. To verify the approximate method, first, the mechanical 
system was being taken into consideration. The mechanical system is exactly the same - beam without 
piezoelectric transducer and external circuit. The considered mechatronic system was flexural 
vibrating cantilever beam with piezoelectric transducer bonded to the beam surface. The external 
shunting circuit was adjoined to the transducer in order to damp vibrations of the beam. 




